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1. Die gegebene Funktion
f:R?* %R, f(x,y)=sinz-cosy,

ist, wie man sofort sieht, zweimal stetig partiell differenzierbar mit
grad f(z,y) = (cosz - cosy , —sinz - siny)
und

—sinz -cosy —cosx-siny
—cosT-siny —sinx-cosy

Hess f(z,y) =( ) (z,y) € R%.

Es ist

grad f(z,y) = (0,0) < cosv-cosy=0 A —cosz-siny=0
<= (cosz =0V cosy=0) A (sinx=0 V siny=0)
<= (cosz=0 A sinz=0) V (cosz=0 A siny=0)

~
nicht moéglich

V' (cosy=0 A sinx=0) V (cosy=0 A siny=0)

nicht moglich

<= (cosz=0 A siny=0) V (cosy=0 A sinz =0)
= (z,y) = (g + km, EW) kel Vv
(z,y) = (€7r, g—l-kﬂ') k.l eZ.
Dies sind alle kritischen Punkte, und damit alle Kandidaten fiir lokale Extremstellen von f.

i) Zu (x,y) = (5 + km, Ir) k.0 € Z: Hierist

. . 1, k gerade 1, /£ gerade
cosx =0, siny=0, und sinzx= ,CO8Y =

—1, k ungerade —1, ¢ ungerade.

Also gilt

A

—sinx - cosy

-1 0
< 0 1) , k, 0 gerade oder k,f ungerade

B 10
(0 1) , k gerade, ¢ ungerade oder umgekehrt.

Im 1. Fall, also k, ¢ € Z beide gerade oder beide ungerade, ist die Hessematrix negativ de-
finit, also hat f in (g + km, Ew) ein lokales Maximum;

Im 2. Fall, also k,¢ € Z, genau eines ist gerade, das andere ungerade, ist die Hessematrix
positiv definit, also hat f in (g + km, Ew) ein lokales Minimum;



ii) Zu (z,y) = ({r, 5 +kmr) k,L€Z: Hierist

cosy=0, sinzx=0, alsoist siny#0 und coszx # 0.

Damit ist

Hess f(z, y) — < 0 —COST - smy) 7

—cosx -siny 0
also ist
det Hess f(z,y) = —cos®z - sin®y < 0.

Damit ist die Hessematrix in diesen Punkten indefinit, und f hat in (677, 5+ k7r), k.l e,
kein lokales Extremum (sondern einen Sattelpunkt).

Das Bild auf der letzten Seite zeigt den Graphen von f auf dem Quadrat [0, 27] % [0, 27]; man erkannt

z.B. Maxima in den Punkten (%,0), (%,2n), (3£, 7) sowie Minima in (%, 7), (2£,0), (2£,27), und

auch Sattelpunkte etwa in (7, %), (m, 2F).

2. a) Die gegebene Funktion
FiRESR, () = e+ a? 4y,

ist als Summe und Komposition der Exponentialfunktion und quadratischer Funktionen be-
liebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

O f(z,y) =€ -y+2x und Oyf(z,y) =€ x4+ 2y,

also
grad f(z,y) = (™ y + 22, ™ a +2y),

sowie
0o f(z,y) =€ -y>+2  und 9,9, f(z,y) = ™ - 2% +2

und unter Verwendung des Satzes von Schwarz
axayf(xa y) = 8y8xf('ra y) = (exy : 33) Y+ e . 1=e" (a:y + 1) )

also

Ty ,,2 Ty
Hessf(a:,y)z(e v +2 e (a:y—i—l))'

e (zy +1) e 42

Nun ist fiir (x,y) € R?

gradf(x,y):(0,0)<:>{e y+iz — {e yr + Lx

eVxr+2y=0 ey + 2y =0

2

— 2?2 =2 = 2? =9

—y=x V y=-—x.

x Falls y = x, ist ze® 422 =0 = x(ex2+2):0 — =0 = y=0, und
N——
>0 ,
x Falls y = —x, ist —re 420 =0 = x(—e_x +2):0 = =0 = y=0
0
>

Damit ist (0,0) der einzige Kandidat fiir einen kritischen Punkt, und wegen grad f(0,0) =
(0,0) ist dies auch einer. Damit hat f nur einen kritischen Punkt, nédmlich (0,0). v



b) Es gilt
2 1
Hess f(0,0) = (1 2) ,

und es ist det (Hess f(0,0)) =3 > 0 und 0101 f(0,0) = 2 > 0, also besitzt f nach Satz 1.13 in
(0,0) ein (strenges) lokales Minimum [Hess f(0,0) ist positiv definit].

3. a) Die Funktion f ist als Polynomfunktion in den Variablen x und y offensichtlich partiell diffe-
renzierbar mit

grad f(z,y) = (4823 — 14zy, —72% + 2y) = (0,0)
— 2-(482° —14y) =0 A =722 +2y =0
— (z=0A -T2 +2y=0) v (482° —1dy=0 A —72*+2y=0)

-

(1) (2)

Esist (1) <= (z,y) =(0,0), und
(2) <= 4822 — 14y =0 A —492 + 14y =0
s ?=0 — z-=0 & y=0 und esist grad f(0,0) = (0,0).

Also ist (0,0) der einzige kritische Punkt von f.

b) Esist f(0,0) =0.
Sei a € R. Dann ist fiir x € R

f(z,az?) = 122* — 722az® + o®2* = 2Y(12-Ta+d®) = 2 (a—3)- (a —4).
Damit ist z.B. fiir a =5
flz,52?) =2t-2.-1=22 >0, fir alle z € R\{0}.

Auflerdem ist z.B. fiir a = 3.5

1 1 1
f(z,3.52%) =at- 3 (—5) = —1334 <0, fir alle z € R\{0}.
Damit liegen fiir alle r > 0 in der Kreisscheibe K,.(0,0) Punkte (z,y) mit f(z,y) > 0 = £(0,0)
[z.B. (z,y) = (%, %) fiir n € N grof§ genug] und Punkte mit = f(0,0) [z.B.

(x,y) = (%, %) fiir n € N grof§ genug].
Also hat f kein lokales Extremum in (0, 0).

4. Angenommen, es gibt eine solche Funktion f. Dann sind die angegebenen Funktionen
81f, agf : R2 — R
wiederum partiell differenzierbar (also f zweimal partiell differenzierbar) mit

sin zo COS X9

. fiir alle (z1,z7) € R%
X1 COST9 —T1SINT9

Hess f(21,22) = (
Man sieht sofort, dafl die 2. partiellen Ableitungen
101 f, 0201 f, 0000 f, 0205 f : R* — R

stetig sind, also ist f zweimal stetig partiell differenzierbar.
Nach dem Satz von Schwarz miifite dann aber Hess f(z1,z2) fiir alle (21, 72) € R? symmetrisch



sein, was wegen 1 cos Ty # cos  fiir z.B. (z1,22) = (0,0) nicht der Fall ist.

Also gibt es keine partiell differenzierbare Funktion f mit

grad f(z1,2z2) = (x1sinxe, x1cosxe) fir alle (z1,x9) € R2.
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